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In de practijk stuit men vaak op problemen, waarin één van de
exfremen van een functie bepaald moet worden, terwijl de variabelen
moeten voldoen aan een aantal vergeli jkingen en slechts uviet nega-
tieve waarden mogen aannemen. De klassieke wijze van oplossen met
b.v. Lagrange-multiplicatoren cist reeds bij problemen van matige
omvang zeer veel tijd, Mede hierom heeft men gezocht naar methoden,
waarbij de oplossing sneller bereikt kan worden.

Voor het geval de functie lineair is en ook de bijvoorwaarden
linealr zijn, is hiervoor een methode ontwikkeld door G.B. DANTZIG
[1] , welke later is aangevuld en verbeterd, o.a., door A. CHARNES
[2],[3] . Het principe waarop deze methode berust zullen wij hier
beschri jven.

Probleemstelling
Gevraagd de extremen te bepalen van de functie
z(,:;(k):;ckxh (1
onder de bijvoorwaarden
Ay Ayt + am.)\n = b,
f : (2)
Qn;q;\-q"’ + o‘m;\)‘h = bm
X, z0 (h=t,....,n) (3)

e e e ]

1) Deze voordracht is gebaseerd op de lezingen III, IV en V uit [3} .
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Aangezien maximum en minimum op analoge wijze verkregen worden,
zullen wij ons hier beperken tot het geval, waarin het maximum be-
paald moet worden.

Wij beschouwen de co&ffici&nten van de variabelen en de rech-
terleden van (2) als vectoren in de m~dimensionale ruimte W; (2)
gaat dan over in

n
27,7 (4)
waardoor het probleem luidt:

Bepaal die A- grepen met niet-negatieve cotrdinaten ult de
n-dimensionale ruimte U, welke voldoen aan (4) en (1) maximali-
seren.z)

Wij nemen aan dat de rang van de matrix [P,,.....,P,] maximaal
is, Dit is geen belangrijke beperking, want in het geval dat deze
rang lager 1is en ook de rang van de matrix U%,?“...;QJ lager 1is,
zijn de vergelijkingen (2) lineair afhankelijk, terwijl in het
andere geval de vergelijkingen (2) strijdig zijn.

2., Eigenschappen van de verzameling van toegelaten A's

In het algemeen zal er meer dan één punt X uit W met niet-
negatieve codrdinaten voldoen aan (4), dus toegelaten zijn. Voor
de verzameling A van toegelaten punten geldt de volgende stelling.

Stelling 1:
De verzameling A van punten met niet-negatieve codrdinaten uit

UL , welke voldoen aan (4) is convex.

Bewijs: De lege verzameling en ecen verzameling bestaande uit &én
punt zijn convex.
Voldoen aan (4) de punten A' en A* , dan geldt voor

A-y X (- (a2y<1),
A 0 -
= é/Po +(1“b/>’Po=po,

dus Ae A

2) Een punt uit de ruimte W wordt aangegeven door N , eventueel
met bovenindex, wanneer verschillende punten moeten worden on-
derscheiden; benedenindices representeren de coBrdinaten van
de punten uit W .



Definitie 1:
Een convexe combinatie van k punten X;,....., X, uilt een ver-

zameling 1s een combinatie van de vorm

waarin
O§IL<1 (L=1771€>

en &

Definitie 2:

Een extreem punt van een verzameling 1is een punt dat niet ge-

schreven kan worden als convexe combinatie van andere punten uit de
verzameling.,

Stelling 2:
Het punt A is dan en slechts dan een extreem punt van A, wanneer

de A; >0 , cogfficiénten zijn van vectoren P; , die een lineair on-
afhankeli jk stelsel vormen,

Bewl js:

a) voldoende voorwaarde,

Gegeven: A{,..... ,Ar (kswm)zljn >0 en P,,....,P, vormen cen
lineair onafhankeli jk stelsel vectoren, Indien k<mis, vullen wi]
dit stelsel aan met P ,,..., P, zodat dan P,,....,%, een basis vor-

men van W, Er geldt dus
m

éxi?ixpo
en wij bewiljzen
JX:(A1r.”,Am,or..wo),
waarin
Aixo  (i=1,....,m) (5)

is extreem punt van A .
Stel er bestaan twee verschillende punten Ai en Xl zodat dan

ey A e (1= A (o<y<1)
Uit (5), y>0 en t-y>o volgt, dat ook A en X* zijn van de gedaante

1 $
XNreooo iy Amy 0, ..., 0




e
met )\L _>..=O (€=1,2;£=1)....,m>,
S
Dus 1is g;Aq P =" (l=1,2)
omdat P,,....,P, cen basis vormen van W, geldt

1 2 .
)\;_ :Ai_:ki (L=1,.~.7771>
en dus

AN

wat in strijd is met de gemaakte onderstelling
X‘ié)tz;
m.a.w. A is extreem punt van A .

b) noodzakeli jke voorwaarde.
Gegeven: A 18 een extreem punt van A ; de coéffici&nten >o

zijn X,,......,Xp, zodat voldaan is aan
p
2 P= 7 (6)
Stel P,,... .. ,Pp zljn lineair afhankelijk; dan bestaan getallen
A,,....,dp ; nlet alle gelijk aan nul, zodat dan

P
Zﬂdﬂ% =0 (7)

2 -~ 3 3 a
waarin o de m-dimensionale nulvector is,

Uit (6) en (7) volgt voor icdere positieve £
p

3 P
Pom L APix k2 diP =2 (At keli)

izt
Wegens A;>o kan £ zo gekozen worden, dat alle getallen ;= kd;
positief zijn, waaruit volgt dat

en

kza (k,—édq,”...‘7Ap_~£dp,0r...,o)

beide elementen zijn van A .
Bovendien 1is

A= L (AN

1
2



en dus is A een convexe combinatie van andere punten uit A , wat in
strijd is met het gegeven; B, .. .. ,P, vormen dus een lineair anafhan-

keli jk stelsel vectoren,

Gevolgtrekking 1:
Teder extreem punt van de verzameling A heeft hoogstens m codr-
dinaten # 0.

Gevolgtrekking 2:
Het aantal extreme punten van A is eindig, omdat men uit P,,. ..
-» P, slechts eindig veel verschillende stelsels van lineair
onafhankeli jke vectoren kan vormen. Bovendien is A afgesloten, omdat
in alle voorwaarden & staat en nergens < , Verder kan men bewljzen,
dat een convexe afgesloten verzamcling met eindig veel extreme pun-

ten een convexe polyedecr is; de extreme punten zijn de hoekpunten.

Stelling 3:
Een lincairc functie f(w) , gedefinicerd op een convexe polyeder

K , bereikt de extremen in extreme punten van K ., Wanneer een ex-
treem in meer dan &én punt bereikt wordt, heeft f(u) dezelfde waarde

op de gehele convexc verzameling, voortgebracht door deze punten,

Bewl gs s

a) Het maximum wordt in een hoekpunt bereikt.

Laat f(u) het maximum bereiken voor wu=x . Wanneer x een extreem
punt 1s, 1is het gestelde bewezen.

Stel x 1s peen extreen punt. Wij kunnen x schrijven als convexc

s 0 T
combinatie van extreme punten y1r. .y van K

waarin og ¥ <1 ({=1, .. .. ,T)
en

Omdat f lineair is, geldt
T ~
Foo)= £ (Zry') = Z Y f ).

Zij‘f(yk)geligk aan het maximum van de waarden f(y‘) (C:1r.u)i)
dan is wegens ¥, 20 (i=1,....,%)

Flx) =2 yif v £ £(v9)



en omdat f(x) het maximum is peldt
f()():f(yk),

zodat het maximum ook 1in een extrecm punt wordt bereikt,
b) Wanneer het maximum M bereikt wordt in de punten x‘“‘“,xe
dan wordt het bereikt op de gehele convexe verzameling, voortge~

bracht door deze puntcn.

Ieder punt uit de door xﬂ.,..,x’ voortgebrachte convexe ver-
zameling kan geschreven worden in de vorm
e
{
JC:-.Z;XCJC,
waarin Yezo (i=1,.....,¢0)

Dan is

(3 é /4
Jl) = (2 yx) = Z yif ()= Z g M= M,

wat te bewiljzen was.
Voor een minimum lopen de onder a) en b) gegeven bewijzen
analoog.

Gevolgtrekklng 3:

Het maximum van %, onder de voorwaarden (4) kan worden bepoald
door de hoekpunten van de verzameling N af te tasten.

Vanneer men de waarde van %, kent in één hoekpunt, tracht mcn
daarom e¢en nieuw hoeckpunt te vinden, waarin %, e¢en grotere waarde
heeft, Wij laten nu eerst zien hoc men vanuit één hoekpunt een ander
kan bereiken,

3. Mcthode waarmee men de cofrdinaten van ecnniceuw hoekpunt van

kan bepalen, wanneer de coSrdinaten van cen ander gegeven zijn,

Stel A is het hockpunt waarvan de cobrdinaten bekend zijn; wij
nemen aan, dat m codrdinaten van A een positieve waarde bezitten.
Laten de codrdinaten Ay,.....,A., positief zijn, dan is voldaan aan
de betrekking

2 N Pi= (8)



Wij noemen A een basisoplossing van (4), omdat Py,..... P €in
basis vormen van W .
De veactoren ?¢,“..,Pn kunnen in deze basis worden uiltgedrukt
w .
P = Z;xqﬁt (J=1,.. ..3n) (9)

Stel dat &én of meer van de cogffici&nten x, (& >m) positicl
zljn. Wij zoeken dan naar een oplossing van (4), waarin de co¥ffi-
cient van P, >0 1is; opdat het niecuwe punt A' een extreem punt van
A zal zijn, moet in ieder geval &én van de co&ffici&nten van P,,.. ..

- »Pp 1n de nieuwe oplossing van (4) nul zijn (zie gevolgtrck-
king 1),

Wij geven A; voorlopig de nog nader te specificeren waarde §§
en vervormen (8) als volgt:

™

> X Pi- 0P+ P =T,

{

™

1)

of met (9)
3 z
{=1 Ak~ 0 =1 e Po+ P =P,
of
m
%(kt"ex(&)fp;_“}”elpk:?o. (,'O)
De co€fficiénten van P, ... P P vormen alleen dan een oplossing

indien ze aile 20 zijn, dus als geldt

8 zo (11)

v

cn
Ai-8x,2z0 (C=1,....,m) (12)

Voor f2o en x, <o 1is steeds aan (12) voldaan; voor de
X, >0 moet gelden

o
6 s 2L (13)
Lk
Laat het minimum van de quotiénten .52. alleen bereikt worden
L
voor i=% , dan kilezen wi}j K
b - e
Y

De cotfficiént van P, in (10) wordt dan nul.



De vectoren P, . .., % P, . P en P, vormen weer een
linealr onafhankelijk stelscl,

Was het tegendeen waar, dan was

= Z{ di/pi N (1)‘4")
LN
waarin niet alle d;=0 zijn.
Hieruit volgt met (9)

ZJCL;( Zd'P,_“x%'P +Z k“di)’PL’:

qu:'x (.:#'t.

P, , P vOormen echter cen basis en dus moet Xae =0 2ziljn, wat 4
strijd is met de gemaakte onderstellin: Xnp >0 .

De vectoren P,,....,%P P

et 2 P, en P, vormen dus een 14 r,o -

R )
air onafhankell gk stcelsel en de codfficiénten van (10) met

-2
Xk
zijn de codrdinaten van cen rieuw extreem punt A van A

Op deze wijze is het dus mogelijk van één hoekpunt van A ovre v
te springen naar een ander, Er zijn echter twee beperkingen gemomlit =
van de¢ oorspronkeli ke greep (k“..;..,k“)werd aangenomen dat  wmn
cotfficiénten >0 waren on bovendien onderstellen wij dat het miuviirmam
van de quotitnten %; (xi >0) bercikt werd voor precies één wo nrdo
van ( . Dit betckenfkdat ook de¢ nicuwe oplossing een basisoplos = dn
wordt, Wanneer hleraan niet 1s voldaan houdt men minder dan m v €=
toren P, over, in welk geval mcn het probleem ontaard nocmt., He ©

I YL -
&

is dan mogelijk P, uit te drukken in minder dan m linecair onafi:
kell jke vectoren uit P,... ., P, . V .
4, Constructic van ecn optimale oplossing.

Teneinde cen extreem punt te. vinden, waarvoor (1) het maxirniwin
ISR ST

bereikt, gaan wiJ na, onder welke omstandisheden =z, toencent,
neer men van &¢én hockpunt overgaat op cen ander. Hiertoe vergel + JKemn
wij bij de hierboven beschreven constructic de waarden van o= F (AN

cn % = f (XY
=§(Ag~@x¢k)c;+90k=iz}\Ct*'Q(Ck Z, Xk ¢
of
vl e 2+ B (e %), (13)




..9..

waarin

m

Zk=;9€ck‘3a : ' (16)

Indien ¢p-%, >0 1s, leldt het overgaan van het oude naar
het nieuwe hoekpunt, d.w.z. het vervangen van P, in de basis door
P, s dus tot een grotere waarde van de functie_{(k).

In ieder stadium van de bereckening doet zich nu één van de
volgende, c¢lkaar uitsluitende pevallen voor,

Wij nemen weer aan, dat A cen basisoplossing 1s, dat de cobr-
dinaten van A proter dan nul zijn: A4, ..., Anen dat dus.geldt

P, Lqufp (17)

I. Er bestaat een waarde van j s waarvoor ¢ -xz; >0 i532 ter-
wijl alle waarden x. ult (9) (i=1,..... ,m) £ 0 z1)n,

Uit (12) volgt dat voor icdere positieve § alle co¥fficiénten
in (10) >0 zign; 6@ kan dan willckeurig groot gekozen worden en
het maximum van (1) onder de voorwaarden (3) en (4) is oneindig.

IT. Voor iedere / 1is ¢ -%Z; £ 0.

In dit geval is het maximum van %, onder de voorwaarden /3)

en (%) bvereikt.

Bewilis:
zig M= (Al ,An ) cen ander punt ult A , dan is
P, = %1 SN , (13)
de bijbehorende waarde van de functie is
ES s 4
Zc,:g,\hch i : (#9)

z,)" ik chx?} zh-Zk (Zacmc);—;(hzl hxth) (20)

Verder vinden wij met (9) en (18)

\a)

PO ;k\ntph..Z)\ (Z xthrp) Z %)\inh)?[ . . (21)

- — . ot - - -

3) Als een dergelijgke waarde bes&aat, is zeker j:>nn s want voor

< = ° R .- . = Cr = O =
Jgwm peldt: ¢-xp=c i%xucé-cj ¢, =



omdat Py,.....,P, een basis vormen van W volgt uit (17) en (21)
n
1
Ai = %ﬂh Xih,
wat, pesubstitueerd i1n (20), oplevert

s jas)
Q‘O é Z CL')kL = zO »
=1

zodat voor ileder element X' uit A peldt

*

}()\1)320 =<.__'Z° =f<)")

IT1I. Er bestean één of meer waarden van j , waarvoor ¢ -x;>o
is en voor al deze j geldt dat minstens één van de elementen x;>o
1s. In dit geval leidt het opnemen in de basis van een vector P, ,
waarvoor ¢, -%,>q1s tol een protere eindige waarde van de functie.

De nieuwe vectoren vormen weer een basis van W en men kan na
het berekenen van de formules (9) en (16) wederom nagaan in welk

van de cevallen I, II of IIT men verkeert,

Er van uitgaande, dat men een basisoplossing kent, is dus een
methode aangegeven, waarmee men het maximum kan bepalen in de onder-
stelling, dat men voortdurend m coé&fficlénten XA;>o behoudt. Aan-
gezien de waarde van de functie bi) iedere stap toeneemt, 1s het
niet mogelijk, dat men terugkeert op een basisoplossing, die men
reeds eerder heeft gevonden. Daar bovendien uit n vectoren P, hoog-
stens (:J verschillende stelsels van m lineair onafhankell ke vec-
toren gevormd kunnen worden, is het aantal basisoplossingen eindiy

en het proces dus in een eindig aantal stappen voltooild.

Opmerking
Bij iedere stap wordt de oplossing, het punt A , bepaald door
n-m vergell jkingen van het type

A.':O (22)

en m vergelil jkingen van het type

hquakkh=bc7 (23)

welke samen n lineair onafhankelijke hypervlakken vormen en dus, één
en niet meer dan één punt gemeenschappelijk hebben,

Vanuit A lopen rechten die behoren tot de begrenzing van A en
die de snijlijnen vormen van n-1 van de viakken (22) en (23).
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Styekt A zich in de richting van één van deze rechten niet oneindic
ver uit, dan leidt deze rechte tot een ander extreem punt by van A,
Het punt A' 1ligt in n-1 van de vlakken (22) en (23) en wordt een
naburig hoekpunt van A genoemd.

Bij het berekenen van een nieuw extreem punt wordt één van de
vlakken (22) vervangen door een vlak X=o , dat niet in (22) is op=-
genomen., Men beweezt zich dus voortdurend van één hoekpunt van A
naar één van de naburige hoekpunten.

5, Het bepalen van de oplossing wanneer ontaarding optreedt,

Ontaarding van het probleem kan optreden, wanneer P, een linc=-
alre combinatie is van minder dan m van de vectoren P (i=1,....,n),
d.w.,z. wanneer P, ligt in een ruimte die door minder dan m van de
vectoren P; wordt opgespannen,

De behandeling van dit geval komt er nu op neer, dat men het
probleem vervanct door een ander, waarin de P, -vector willekeurig
weinig verschoven is tot de vector P (€) en wel zodanig, dat P,(e)
niet geschreven kan worden als lineaire combinatie van minder dan
mlineair onafhankelijke vectoren uit P(,....,P, . De oplossing van
dit nieuwe probleem kan worden verkreren op de boven geschetste wiize.
en het is dan niet moellijk om in te zien, dat de zo verkregen op=-
lossing ook de oplossing vormt van het oorspronkelijke probleem,
Voor een uitvocripge bespreking van deze methoden verwljzen wi, naar

[2] en [3]7.
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